MAI2 1.a 2. cviceni

Metrické prostory - problémky k promysleni
a) priklady metrik:

1. Zopakujme si definici metriky a metrického prostoru .
Ukazme pak, Ze nezapornost metriky uZ plyne z ostatnich axiomi v definici metriky.

2. Uvazujme prostory R” a v nich metriky:

n H
di ()= |x, —yi| 5 dalx, )= /Z(xk— vi)* (Buklidovska metrika) a
k=1 k=1

d pax (X, ¥) = m]?x|xk - yk| .

Ov&fme axiomy metrik d;(x,¥) , da(x,¥) 1 d,, (%, ¥).

b
3. V prostoru C[a,b] uvazujme metriky d(f,g) = m[ayg}}f(x) - g(x)l a di(f.g)= j'f(x) - g(x) |dx

a ovéfme opét axiomy metrik d(f,g) a 4;(f,g) (u ovéfeni axiomi u d;(f,g) budeme asi potfebovat

nékteré vlastnosti urditého integrilu).
1
b 2
Metrikou v prostoru Cla,b] bude i d5(f,2)=(f|/(x)-2()]*dx) .

a

b
4. Pokud se v prostoru R[a,b] pokusime a zavedeni metriky d(f,g)= “ f(x)— g(x)| dx , ktery axiom metriky

a

b
nebude splnén? Umite ,upravit* prostor R[a,b] tak, aby d(f,g)= J | f(x)- g(x)]dx byla uz metrika?

5*. Zkuste dokazat , Ze v linedrnim prostoru V se skalarnim sou€inem (u,v} a normou Hu" = 1f(u,u) plati

[ v)] <] [
v prostoru ¥ definujeme metriku d{u,v) = ||u - v“ .
Priklady :

a) prostor R” s euklidovskou metrikou;

I (Cauchy - Schwarzova nerovnost) a dale pak ovéfit platnost axioma metriky, pokud

b
b) prostor C[a,b] s metrikou dz(f,g)=\/.“f(x)—g(x)|2dx ;

c) prostor 1% viech posloupnosti realnych &isel x = {x,} , pro které Zx,% konverguje,
=1

se skalarnim soudinem (u,v) = Zx,, "V, 8 metrikoﬁ‘ d,(x,») = ’Z(xn - y,q,)2 s X= {xn}, y= {y,,};
n=1 n=1



b) pfiklady konvergence v metrickém prostoru:

1. a) Ukazte, Ze konvergence v prostoru R" s metrikami dy(x,y), d,(x,y) i d
,po slozkach®,

b) Ukaizte, Ze metriky (v prostoru R") dy(x,y), dp(x,¥) dpay (%, ) jsou silng ekvivalentni.

max (%> ) je konvergence

2. a) Promyslete, co ,,znamend® v prostoru Cla, b] (prostor funkei spojitych na uzavieném intervalu [a,5])
s metrikou &, (f,g)= m{a;ﬂ f(x)-g(x)| konvergence posloupnosti {f,} .
xela,

(Plati: limf, = f v Cla,b] & Vxela,b]: limf,(x)= f(x) ?)
b) Jak ,,vypad4* koule v prostoru (Cla, 5], dpgy ) ?

3*. Bud’ M mnoZina viech omezenych posloupnosti x={x,} realnych &isel. Je-li x,ye M , ukaZte, Ze

d(x,y)=sup|x, — y,| je metrika v M (uiva se oznadeni (I,,,d.,)).
neN

Co zde ,,znamend” lim x® =% 2

¢) mnoZiny v metrickém prostoru:

1. Zopakujte si pojmy mnoZina oteviend, uzaviena v (M, d) ( (M,d) - metricky prostor), uzdvér mnoZiny, vnitfni bod,
hrani¢ni bod, limitni (n€kdy se nazyva hromadny) bod mnoZiny.
Ukaizte:
a) X < (M,d)je uzavieni mnoZina <> M — X je mnoZina oteviena,
b) ae M je hromadny bod mnoZiny X < pro kazdou kouli B(a,r),r >0, je mnoZina B(a,#) X nekonelna;
c) aeM je hromadny bod mnoZiny X, a¢ X = a je hraniénim bodem mnoZiny X .
A jesté
d) je-li a je hraniénim bodem mnoZiny X , musi byt hromadnym bodem mnoziny X ?

2. Rozhodnéte, zda plati tvrzeni ( bud’ dokazte, Ze plati, nebo pomoci pfikladu ukaZzte, ze tvrzeni neplati ):
a} sjednoceni spodetné mnoha otevienych mhozin je oteviend mnoZzina,
b) prinik spodetné mnoha otevienych mnoZin je oteviena mnozina;
¢) sjednoceni spodetn® mnoha uzavienych mnoZin je uzavieni mnoZina;
d)} prinik spodetné mnoha uzavfenych mnoZin je uzaviend mnoZina.

3. Rozhodnéte, zda mnozina X = {[x, y,z]e R3; x? y2 +z2 <2 & z>x% 4 y2}
je uzaviend nebo oteviena. Odiivodnéte. Najdéte uzavér X mnoZiny X .
4. Najdéte definiéni obory funkei, u funkci dvou proménnych se pokuste definiéni obory naértnout.

Pokuste se také rozhodnout, zda nalezeny defini¢ni obor funkce je mnoZina otevien4, resp.uzaviend, omezena,
co je hranici a uzavérem zkoumaného defini¢niho oboru:

FCn=Ax? =y fn=yxt+y* =15 fluy)=In(y-x*); () =In(xp) ;

f(x,J’)= -2 ; f(x,y):arcsin(L) ; f(x,y)z_ln(/y+1_x);
x—1 x+1
1

1—(x2 +y2 —zz)

f(x,y,z):-\/ln(x2+y2+z‘7‘) s fy,z)=



